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Propagation de I’Energie Acoustique dans les Cristaux
(Systémes Cubique, Hexagonal et Quadratique)*
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This paper is devoted to the study of the directions in a crystal along which the acoustical Poynting
vector and the wave vector are parallel. Theorems relevant to all crystalline systems are demonstrated
and all such directions are determined for cubic, hexagonal and tetragonal systems.

1. Introduction

Depuis quelques années, les expériences mettant en
oeuvre des ondes élastiques dans la gamme de fréqu-
ence du gigahertz se sont multipliées (Proc. I E. E. E.,
1965).

La plupart du temps, pour des raisons de commo-
dité expérimentale, les cristaux utilisés, qu’il s’agisse
des transducteurs ou des échantillons, sont taillés en
forme de cylindres droits allongés. Il est donc néces-
saire dans ces conditions, pour que le faisceau ultra-
sonore puisse se propager dans les cristaux, que 1’éner-
gie acoustique se propage parallélement au vecteur
d’onde qui est perpendiculaire aux faces terminales des
cristaux. Dans la majorité des cas (les coupes AC du
quartz faisant exception) on utilise des cristaux orientés
selon un axe de haute symétrie. C’est-a-dire que le
nombre de ces orientations peut étre trés limité dans
le cas de cristaux de faible symétrie.

Le but de cet article est la recherche, pour un certain
nombre de classes cristallines, de toutes les directions
ol la propagation de I’énergie de ’'une au moins des
trois ondes acoustiques s’effectue parallélement au vec-
teur d’onde. Car, a coté des directions de haute symé-
trie, il en existe d’autres, satisfaisant & la condition
requise, et qui ne peuvent étre déterminées que par le
calcul.

Le plan de cet article est le suivant: dans § 2, nous
rappelons des généralités sur la propagation des ondes
élastiques et nous montrons que les directions cher-
chées, coincident avec les directions d’extremum de la
vitesse de phase. Dans § 3, nous énongons quelques
théorémes généraux sur le vecteur de Poynting acousti-
que. Dans § 4 nous indiquons le principe du calcul
et dans § 5 nous donnons les résultats obtenus pour
les systémes cristallins cubique, hexagonal et quadra-
tique. Les démonstrations sont reproduites en Appen-
dices.

* Les recherches mentionnées dans la présent mémoire ont
été effectuées avec I'aide d’un contrat de la D.G.R.S.T.
1 Equipe associée au CNRS.

2. Propagation des ondes élastiques dans les cristaux

(1) Les constantes élastiques et la matrice I" (Fedorov,
1968a; Farnel, 1961)

Dans un cristal, les tensions Ty; et les déformations
exy sont reliées par la loi de Hooke généralisée,

@-1)

Ty= 2 ciy,micxt -
K

Le tenseur des constantes élastiques cij, 1 est symé-
trique par rapport & la permutation des indices i et j
d’une part, k et / d’autre part et des couples ij et k/
enfin. Le nombre de ses composantes indépendantes
dépend de la symétrie du cristal. La notation de Voigt
peut étre utilisée.

Le tenseur des déformations &g est défini par

exr=(3) (f_u_k 3ul) ,

- - 2-2

oxy oxp (2-2)

ol les ux sont les composantes du déplacement.
Les équations du mouvement sont

Qily= X oTis

. 2-3
2 bx, (2-3)

Si I’on suppose que les solutions de ces équations
sont des ondes planes,

(2-4)
avec q=gqa (o vecteur unitaire dont les composantes

sont les cosinus directeurs de q), il vient, en tenant
compte des symétries de cy, x1:

w=Uexp[i(q.x—wt)],

ortUs= X ¢i5, koo Uy 2-5)
&l
ol v=w)/q est la vitesse de phase.
On pose:
2 e, moygor=Lix (2-6)
ovt=2., -7
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et les équations

2 Ty Up=AU; (2-8)
k
peuvent prendre la forme matricielle
r'u=1U. (2-8")

Les solutions de cette équation aux valeurs propres
sont données par

dét|r—AE|=f(2)=0,

ou E est la matrice identité.

Les trois racines de cette équation, qui sont réelles
car I" est symétrique, donnent immédiatement les va-
leurs des vitesses de phase, v, des trois vibrations,
orthogonales entre elles, qui sont les vecteurs propres.

29

(2) Les surfaces caractéristiques

1l existe plusieurs maniéres de représenter, & I'aide
de surfaces dans I’espace & 3 dimensions, la propaga-
tion des ondes €élastiques dans les cristaux (Musgrave,
1959); toutes ces surfaces ont trois nappes correspon-
dant respectivement & ’onde quasi-longitudinale et aux
deux ondes quasi-transversales.

On peut porter dans la direction du vecteur d’onde
trois longueurs proportionnelles aux trois vitesses de
phase; on obtient la surface des vitesses. On peut aussi
porter dans la méme direction des longueurs inverse-
ment proportionnelles aux vitesses: c’est la surface des
indices.

Enfin, la surface d’onde représente le front d’une
perturbation issue d’une source ponctuelle. Cest elle
que I’on utilise dans la construction d’Huyghens; elle
peut s’obtenir dans une transformation par polaires
réciproques & partir de la surface des indices, qui elle-
méme peut €tre déduite par une inversion de la surface
des vitesses. Toutes ces surfaces possédent un centre
de symétrie.

(3) Le vecteur de Poynting acoustique

Dans un milieu anisotrope la direction du vecteur
d’onde n’est pas nécessairement celle de la propagation
de I’énergie; celle-ci se propage dans la direction du
rayon acoustique (exception faite pour les points coni-
ques de la surface des vitesses, oll le phénoméne est
plus complexe).

Tout comme en €lectromagnétisme, on définit un
vecteur de Poynting P, dont la direction est celle du
rayon acoustique et dont le flux & travers une surface
fermée donne la puissance émise par le volume limité
par cette surface. A partir du vecteur de Poynting, on
introduit la vitesse d’énergie V qui est égale & la vitesse
de groupe S (Fedorov, 1968b). Les vecteurs P, Vet S
sont colinéaires. Les directions que nous cherchons se
caractérisent donc par la colinéarité¢ du vecteur d’onde
et de I’'un quelconque de ces trois vecteurs.

La vitesse de groupe se calcule aisément par

dw 1 dw?)

1
S = q doy  2qw  day ° (2-10)
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avee

2
wr= L 2 ¢y, moyouasar (2-11)
Q ijki
ou les a; sont les cosinus directeurs de la vibration
propre.
11 vient

v
— 2 Cij, RiCIARA; .

5= A i

(2-12)

Si la vitesse de groupe est paralléle au vecteur d’onde,
ona

Sj=Ko;, avec K=S.a=v=S,

ce qui montre que les trois vecteurs V, S et v=va sont
alors identiques.

On en déduit la relation suivante, traduisant la co-
linéarité de la vitesse de phase et de la vitesse de groupe:

2 cij, mdiaror =A% ,
ou ikl (2-13)
2 cij, majaiog = Ad; .
ki

Cette expression, qui caractérise les directions cher-
chées, sera utilisée pour la démonstration des théo-
réemes; mais elle est mal adaptée a la détermination de
ces directions. Nous allons montrer qu’il existe une
autre voie d’approche.

La construction d’Huyghens donne la direction du
vecteur vitesse de groupe S: c’est la direction du point
de contact de la surface d’onde avec le plan tangent
perpendiculaire au vecteur d’onde. Ces deux directions
ne sont confondues que si, et seulement si, le rayon
vecteur du point de contact est perpendiculaire au plan
tangent, autrement dit, si la surface d’onde présente
un extremum. A cause des relations entre les différentes
surfaces caractéristiques, on peut montrer qu’aux ex-
trema de la surface d’onde correspondent les extrema
de la surface des vitesses. Nous sommes donc ramenés
au probléme de la recherche des extrema de v (ou de
A=g1?), ce qui est un probléme de calcul des variations,
plus facile & résoudre que le précédent.

(4) Les opérations de symétrie

Tout cristal est invariant dans un ensemble d’opéra-
tions de symétrie, qui forme un groupe, et qui carac-
térise la classe a laquelle le cristal appartient. Ces opé-
rations déterminent le nombre de composantes indé-
pendantes du tenseur élastique. Mais il se produit que
des classes différentes, ayant des éléments de symétrie
différents, ont des tenseurs é€lastiques identiques. Or
c’est ce tenseur qui détermine, par I’intermédiaire des
valeurs propres et des vecteurs propres de la matrice I,
toutes les propriétés élastiques. Les classes possédant
le m&me tenseur élastique sont donc équivalentes du
point de vue de D’élasticité; et tout se passe comme si
chacune de ces classes possédait, en plus des siens,
les éléments de symétrie de toutes les autres. Ainsi,
on peut supposer que toutes les classes du systeme
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cubique ont les éléments de symétrie de I’holoédrie.
Dans la suite, nous ne distinguerons pas les éléments
de symétrie réels de ceux obtenus par ce moyen. Il va
de soi que ceci n’est valable que pour les problémes
d’élasticité.

3. Théorémes généraux

Il existe un certain nombre de théorémes concernant
la propagation de 1’énergie acoustique dans le milieu
cristallin. IIs fournissent des conditions suffisantes pour
que le vecteur de Poynting soit paralléle au vecteur
d’onde ou bien donnent des propriétés des directions
ol cette condition est réalisée. Nous en citons cinq:
les deux premiers ont été démontrés par Waterman
(1959); nous avons établi les trois autres.

Théoréme 1 (Waterman)

Le vecteur de Poynting acoustique relatif & une onde
longitudinale pure est parallele au vecteur d’onde. Cette
proposition a été énoncée sous une forme différente,
mais équivalente, par Boccara & Zarembovitch (1963)
qui ont fait intervenir les extrema de vitesse.

Théoréme 11 (Waterman)

Le vecteur de Poynting acoustique relatif aux ondes
transversales se propageant selon des axes de symétrie
d’ordre deux, quatre et six, est paralléle au vecteur
d’onde.

Théoréeme 111

Si, pour un vecteur d’onde de direction @ la vibra-
tion propre a est telle que 'on puisse passer de a 4 a
par une opération de symétrie S, laissant invariant le
tenseur élastique et possédant la propriété S2=F (E est
I’opération identité), le vecteur de Poynting acoustique
P relatif a la vibration a est colinéaire  a.

On sait que a étant une vibration propre, —a 1’est
aussi; comme, d’autre part, toute opération antiuni-
taire est le produit d’une opération unitaire par une
symétrie par rapport & un centre, il en résulte qu’il
suffit de considérer des opérations .S unitaires.

Nous avons donc:

am= 2 Smex
t

o, =2 Sla,. -1
a étant vibration propre, il vient
2 Cig, k1301 =Aa; . (3-2)
Jki
Les relations (3-1) donnent
kZl Cig, le,;‘S,;‘Skrapaqar———A 2 Sy (3-3)
j !
par
et
(3-4)

2 Cij, le,;'S,;’S;‘Skrdpaqar=las .
ikl

par
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La condition d’unitarité et la condition S?=E
s’écrivent respectivement:

S7'=Sis; (3-5)
Skr =S5, (3-6)
Il vient
2 Xy, muSE' Sy S Splapagr=20s . (3-7)
par ijkl
Or, par hypothése, nous avons
fl 1S5S S St =g =Csp,rg»  (3-8)
ij
d’ont
2 Csp, rqdpAgily =/1(Zs N (3'9)

par

ce qui est précisement la condition de colinéarité de a
et de P.

Remarquons que, puisque E2=E, ce théoréme con-
tient le théoréme I de Waterman.

Théoréme 1V

Soit @ une direction de vecteur d’onde telle que le
vecteur de Poynting P relatif & ’onde de polarisation
a et de vitesse de phase v(a,a) soit colinéaire 3 a.
Alors, I'une des ondes ayant a pour direction de vec-
teur d’onde possede les trois propriétés suivantes:

son vecteur de polarisation est a ;

sa vitesse est v(a,a) =v(a,a);

son vecteur de Poynting est colinéaire 4 a .

En effet, la vibration propre, a, est définie par

(3-10)

2 ¢y, progoudy = Aa;
Jjki

et la valeur propre est

/1((!, a) =X Ctf, kI AxaA; = Py Ctf, KIA;AIA K0 . (3-1 1)
ijkl ijki
(La derniére égalité résulte des propriétés de symétrie
du tenseur élastique.)

La condition de colinéarité de P et du vecteur d’onde
s’écrit

5 Cif, kIAIALLE = Aoty . (3-12)

La condition & satisfaire pour que le vecteur @ soit une
vibration propre relative & la direction a s’obtient en
remplagant a; par a;, a; par o; et A par A’ dans I’équa-
tion (3-10), ce qui donne

~k21 cij, masamog=A'oy (3-13)
Ji
avec
A= ).—;‘ Cif, RIAFAI g0 =/1(a, (l) . (3-14)
ijk.

La comparaison de (3-14) avec (3-11) montre que
A'=A (ce qui entraine I’égalité des vitesses). En con-
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séquence, la condition (3-13) est identique & (3-12);
elle est donc satisfaite. De la méme fagon, I’équation
(3-10) assure que le vecteur P’ est colinéaire a a.

Théoréeme V

Soient @ une direction de vecteur d’onde et a une
des vibrations propres, dont la vitesse de phase est
v(a,a). Si dans la direction a le vecteur & est vibration
propre, les deux ondes ont les propriétés suivantes:

leurs vitesses de phase sont égales v(a,a)=1(a,a);
leurs vecteurs de Poynting sont colinéaires aux vec-
teurs d’ondes .

En effet, la vibration propre a est définie par (3-10)
et la valeur propre A(e,a) est donnée par (3-11). De
la méme maniére la vibration @ est caractérisée par
(3-13) et sa valeur propre A(a,a) est donnée par
(3-14). De I’équation (3-11) on déduit I’égalité des
vitesses de phase. Enfin, les équations (3-12) et (3-10)
assurent la colinéarité de chacun des vecteurs d’onde
avec le vecteur de Poynting correspondant.

Applications

Le théoréme I affirme que parmi les solutions que
nous cherchons figurent toutes les directions ou peu-
vent se propager des ondes longitudinales pures. Or
ces directions ont été déterminées par Borgnis (1955)
et Alexandrov (1956) pour un bon nombre de classes
cristallines. Une partie des solutions est donc connue
a priori.

Le théoreme IV permet de relier les propriétés
d’ondes élastiques se propageant dans des directions
différentes; nous en donnons quelques exemples.

(1) Les ondes transversales se propageant selon un
axe quaternaire ou sénaire sont pures et dégénérées et
le vecteur de Poynting est colinéaire au vecteur d’onde
(théoreéme II). Il en découle immédiatement que toutes
les ondes dont le vecteur d’onde est perpendiculaire &
Paxe en question et dont la polarisation lui est paral-
I1ele, ont méme vitesse (pour le systéme hexagonal, ce
résultat est trivial, comme nous le verrons plus loin).

(2) Les ondes transversales se propageant selon un
axe binaire (pris comme axe Ox;) de la classe 32 sont
pures, non dégénérées et les deux vecteurs de Poynting
sont dirigés selon Ox,. En conséquence, pour les ondes
dont le vecteur d’onde est dans le plan x,0x; et dont
la polarisation est paralléle & Ox;, il existe deux direc-
tions perpendiculaires ou la vitesse est extrémale et
égale & celle des ondes se propageant selon Ox, (dans
le quartz ces directions sont appelées AC et BC); et
il y a seulement deux telles directions, sinon les ondes
transversales selon Ox, seraient dégénérées.

Le théoréme V est réciproque du théoréme IV. 1l
faut noter que les directions @ et a, bien que jouant
des réles symétriques ne sont pas nécessairement ho-
mologues dans une opération de symétrie du cristal
comme le montrent les exemples d’application du thé-
oréme IV; toutefois, cette éventualité peut se produire,
ainsi qu’il ressort du théoreme III.
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4. Principe du calcul
L’équation aux valeurs propres s’écrit
fA)=4-24,+214,— 4,=0.

Les coefficients 4, (n=1,2,3) sont égaux a la somme
des mineurs principaux de rang n de la matrice I; ils
s’expriment en fonction des constantes élastiques et
des cosinus directeurs du vecteur d’onde.

Pour plusieurs systémes cristallins (cubique, hexago-
nal, quadratique et rhomboédrique), il est commode
de repérer la direction du vecteur d’onde dans un
systtme de coordonnées polaires sphériques: 8 est
’angle du vecteur d’onde et de ’axe Ox; et ¢ est I’angle
de sa projection sur le plan x;0x, avec ’axe Ox;.

On a donc

Ap=An(03,05,03)=42(0,0) (n=1,2,3).

Nous cherchons les extréma des valeurs propres A.
Ils sont obtenus en écrivant que 4 satisfait & I’équation
Sf(A)=0 et aux deux équations dérivées:

of o4 o4, ody
a¢_'1a¢+'1a¢“a¢“
of oM, o4y ady
0= " The s =0

Mais pour les quatre systémes mentionnés plus haut,
44, qui est égal a la trace de I, est indépendant de ¢
(Fedorov, 1968c); les équations dérivées deviennent:

of oy, ady
P e
of o4 o4y ody
0= P e Tag =0

De plus, pour les systemes cubique, hexagonal et qua-
dratique, les 4, ne sont fonctions que de cos? 8 (ou
sin? @) et de sin? g cos? p; et les termes en sin2 ¢ cos? g,
provenant de produits o2¢2, ont toujours sin* 6 en fac-
teur. Il vient donc

sin* @ sin 4¢[A—g(0,¢)1=0
sin 0 cos 0[A2—Ah(0,9)+1(0,9)]=0.

Ces équations sont satisfaites simultanément dans les
cas suivants:

(1) 6=0;
7 T
2 0——2~ et p=0 ouz— ;

T b/
@ 0=7 et i=g (G0 ;
@ o= Oou% et A2—Ah(6,p)+1(6,0)=0;

(5) A=g(0,p) et 22—2ih(0,p)+1(6,p)=0.
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En fait, cette méthode ne s’applique 2 la lettre que pour
le systéme quadratique. En effet, pour le systéme hex-
agonal, les 4, sont tous indépendants de ¢ et la dérivée
en ¢ est donc identiquement nulle; et, par suite d’une
factorisation de f(1)=0, I’équation dérivée en @ se
rameéne a une équation du premier degré en A. D’autre
part, pour le systéme cubique ou les trois axes quater-
naires jouent le méme role, il est plus rapide de con-
server les cosinus directeurs o, o, a3 et d’annuler simul-
tanément les trois équations (non-indépendantes) sui-
vantes:
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(1) les solutions @ et —a, qui apparaissent toujours
ensemble en raison de la présence d’un centre de symé-
trie pour les surfaces caractéristiques, sont comptées
pour deux directions;

(2) les solutions correspondent au cas général, c’est-
a-dire qu’il n’est supposé aucunes relations entre les
valeurs des constantes ¢lastiques, autres que celles pro-
venant de la symétrie; ainsi, par exemple, pour le cas
cubique nous excluons la possibilité que ¢;; — ¢;,=2¢44,
c’est-a-dire que le cristal soit isotrope du point de vue
de I’élasticité.

of of
Gy 27 T, ™ =0 A. Systéme cubique
of af Les constantes élastiques, les mémes pour toutes les
Loy — =2 =0 classes de ce systéme, sont les suivantes (Nye, 1961):
3(12 3053
d d 1 €z € 0 0 0
-ial——fog:O n ¢z C12
3063 aal Ci2 €1 C12 0 0 0
On peut également obtenir les solutions a partir de ¢z ¢z cu 0 0 O 1)
celles du systéme quadratique en introduisant des rela- 0 0 0 ¢y O O
tions supplémentaires entre les constantes €lastiques de 0 0 0 o0 0
ce dernier systéme. Cas
0 0 0 0 0 cyu
5. Résultats
. 11 est commode de poser:
Dans cette section, nous donnons les résultats que nous
avons obtenus dans I’étude des systémes cubique, hex- cii—cCa=A, cu=B, cp+cy=C.
agonal et quadratique (les démonstrations peuvent étre L trice I" sécrit alors:
trouvées dans les Appendices). Ils sont présentés sous a matrice [ s'ecrit alors:
form; de tableaux 1nd1qugnt_les directions qui sont AB+B  Coyo Cotgais
solutions, la (ou les) polarisation(s) correspondante(s) »
et le nombre de directions équivalentes. Les conven- I'= | Cuyo,  Add+B  Copoy (5-2)
tions suivantes sont admises: Coy0; Coyo3 Ad}+B
Tableau 1
Nombre de
directions
Directions Polarisation équivalentes
Axes quaternaires [100] 3 ondes pures
Axes ternaires [111] Onde longitudinale 8
Axes binaires [110] 3 ondes pures 12

Plans (001) ou directions [o;020]
Directions {4,4,1]

Onde transversale de polarisation [001]
Onde quasi-transversale

oo (3 plans)
24

_1_A4+C (hh, = 1)
34+ 5C
=] [A+3C
“ ¥ 34+5C
Tableau 2
Nombre de
directions
Directions Polarisations équivalentes
6=0 axe senaire [001] 3 ondes pures 2
0=n/2 plan (001) ou direction [o; 0] 3 ondes pures )
6=26, tg20,= Z’—_{;‘ Onde longitudinale oo
6=0, tg26, = ;;; Onde quasi-transversale oo

Direction [«], &2, cos 5]

[@1, &2, —cos 82]
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Les directions ol 'une au moins des trois vitesses
de phase estextrémale sont consignées dans le Tableau I.

Evaluation numérique

La derniére direction dépend des valeurs numériques
des constantes élastiques. Pour le fluorure de lithium,
dont les constantes sont, en 101! dyne.cm~2 (Briscoe &
Squire, 1957):

1= 11,12 , C12= 14,20 N C44=6,28 N
I’angle # vaut 41°40" et I'angle du vecteur d’onde et
de la vibration, qui est égal & 26 (ou = —20) vaut 83°20’
(ou 96°40").
B. Systéme hexagonal

Comme pour le cas précédent, les constantes élasti-
ques sont les mémes pour toutes les classes du systéme
hexagonal (Nye, 1961):

cn ¢z ez O
¢, cn ¢ O
3 ¢ ¢z O
0 0 0 cu
0 0 0 0 cu
0 0 0 0 0 (Dlu—cw)

11 est bien connu (Fedorov, 1969¢) qu’un axe senaire
est un axe d’isotropie élastique; la surface des vitesses
est de révolution autour de cet axe et tout plan le con-
tenant est équivalent & un miroir. Il en résulte que,
quelle que soit la direction du vecteur d’onde, il existe
une onde transversale pure dont la polarisation est

. (5-3)

o O O O
SO O O O o
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perpendiculaire a 1’axe d’ordre 6 et qui correspond a
la valeur propre:

).’:(‘%) (C” —C12)+[C44—%(C‘11 —Clz)] cos? 6 . (5-4)
Si nous posons:

@) (en—c)=a,

cintcey=c,

Cy3—Cyu=Tr,

Cu—Cn=4q,
I’équation aux valeurs propres devient:

S =[A—a—(csu—a)cos2 0]g(H)=0, (5-5)

avec

g(A)=22— ey +caa+(q+r) cos? 6]
+(gr+¢) cos* 0+ (geas+rey — c2) cos? O+ cyycas . (5-6)

Les directions ou la vitesse de phase est extrémale
sont données dans le Tableau 2. A cause de la
symétrie du probléme, les solutions engendrent des
cdnes, ayant pour axe I’axe senaire, que nous carac-
térisons par le demi-angle au sommet 6.

Evaluation numérique

Les valeurs numériques de 8 sont: pour le cobalt,
ou (McSkimin, 1955):

Cll=30,7 5 C33=35,81 5
cu=17,53, ¢13=10,3;
0,=55°45" et 6,=46°40",

tandis que pour le zinc, ot (Wert & Tyndall, 1949):

Tableau 3
Nombre de
directions
Directions Polarisations équivalentes
Axe quaternaire [001] 3 ondes pures 2
Axes binaires [100] 3 ondes pures 4
Axes binaires [110] 3 ondes pures 4
Plan (001) ou direction [«1, a2, 0] Onde transversale de polarisation [001] oo (1 plan)
0=0; ¢=0 1tg26,= 57_;; Onde longitudinale 8
c+r .
0=0, ¢=0 1tg20,= —4q Onde quasi-transversale 8
0=0; o=2 tg203=——<-"__  Onde longitudinale 8
4 c+(g—1t/2)
= - 20, = . Ctr i-

=04 ¢ 2 tg2 04 —@=iD Onde quasi-transversale 8

295= & <2 Ond 1 16
0=0s ¢=¢s 1g26s= ., Ps=—z— Onde transversale

2d2 .
=0 ¢=¢¢ tg20s= i Onde quasi-transversale 16
d_c2m2
&5 = d4—c2m

4d+4
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C11=16,1 ’ ' C33=6,10,
C44=3,83 . Cl3=5,01 N
0,=36° mais 8, n’existe pas .

C. Systéme quadratique

Pour les classes 4/mmm, 42m, 4mm et 422, les con-
stantes élastiques sont (Nye, 1961):

Ci13 0 0
¢z ey ¢33 0 0

€11 C12

3 c3 c3 00
0 0 0 ¢y O
0 0 0 0 cy
0 0 0 0 0 9©cg

o O O o ©

Pour les classes 4, 4 et 4/m les constantes ¢;5 et 6=
—¢y6 sont en général non nulles. Mais on peut toujours
(Fedorov, 1969¢), par un choix convenable des axes
Ox; et Ox,, qui ne sont imposés par aucune considéra-
tion de symétrie, annuler la constante ¢;s. Le Tableau
précédent est donc valable pour toutes les classes du
systeme quadratique.
Les calculs sont facilités si I’on pose:

@) (cu~c2)=a, Ci3tcey=c,
Cu—Cnn=4q, C33—C4y=F,
Cas—Co6="M , cntep=I/,

2066+012~cll=t’ 202—r1=d2,

2c44tcp—cn=m=t+2n=2q+1;
cos? psinz p=0 .

Les résultats sont données dans le Tablean 3.

6. Conclusion

Nous avons déterminé, pour les systémes cubique, hex-
agonal et quadratique toutes les directions ou la vitesse
de groupe, et par conséquent le vecteur de Poynting
acoustique, sont paralleles & la vitesse de phase. La
connaissance de ces conditions peut étre utile pour les
études effectuées au moyen d’ondes ultrasonores. Ce-
pendant, un certain nombre d’inconvénients sont at-
tachés aux directions qui ne coincident pas avec les
axes de symétrie: les déformations correspondant a ces
ondes ne sont pas simples et de plus ces directions,
qui dépendent des constantes élastiques, varient avec
la température (en particulier, pour les classes 4, 4 et
4/m les directions faisant office d’axes binaires tournent
autour de I’axe d’ordre 4). Toutefois, puisqu’il s’agit
d’extréma, un écart & la direction théorique (dd & I’er-
reur sur la taille ou aux variations de température)
n’entraine que des déviations du second ordre.

Enfin, notons que nous nous sommes placés dans
le cadre de la théorie habituelle de I’élasticité, c’est-
a-dire 2 la limite des vecteurs d’onde infiniment petits.

AC25A -5
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Si I'on tient compte des effets de dispersion spatiale
(Portigal & Burstein, 1968), certains resultats peuvent
étre qualitativement changés; ainsi les deux ondes
transversales se propageant selon un axe ternaire peu-
vent €tre couplées, la dégénérescence est alors levée et
la direction de propagation de I’énergie des deux vibra-
tions propres, qui sont circulaires, est paralléle au vec-
teur d’onde.

APPENDICE A
Systéme cubique

Les mineurs principaux de la matrice I [équation (5-2)]
sont:

4,=A+3B

Ay=(A—-C) (4+C) (3ok+ o203+ d2a3)
+B(A+3B)

d3=(A—C) (A+2C)odo20}+ BAA+ B)
+B(A4—C) (A+C) (030} + a2o2 +odod) ‘

(4-1)

L’une des équations a satisfaire pour obtenir les ex-
tréma s’écrit

of of
Bay 2T B
=2(4— C)uaz(e3—0o3) [(A—B) (4+C)
—(A—=C) (4+2C)a3]=0,

et les deux autres s’en déduisent par permutations cir-
culaires sur les o;.

Ces trois équations sont donc satisfaites, quels que
soient les oy, si A=C, c’est-a-dire si ¢;;—c1p=2c4. Ce
résultat est bien naturel, puisque nous venons d’écrire
la condition d’isotropie d’un cristal cubique. Dans la
suite, nous supposerons A #C.

Nous devons donc avoir simultanément:

aox(ef— o) [(A—B) (4+C)

—(A=C) (4+2C)a2]=0
a03(03 —a3) [(A—B) (4+C)

—(A—=C) (4+2C)a3]=0
azo(of —o3) [(A—B) (A+C)

—(A—=C) (A+2C)a2]=0

(4-2)

Nous allons classer les solutions selon le nombre de
cosinus directeurs oy nuls.

(1) Deux oy sont nuls

Les trois équations (4-2) sont satisfaites; les axes
quaternaires sont donc solutions et ceci est valable
pour les trois ondes (théoremes I et II).
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(2) Un seul des a; est nul
Supposons a;=0; les deux dernieres conditions sont
remplies et la premicre s’écrit

(2—0}) (A—B)(4+C)=0.

Comme A+ C=c;;+c¢12>0 [c’est une des conditions
de stabilité du cristal cubique (Fedorov, 1969¢c)], les
seules solutions sont

o3 =¢2=1 (direction [110] et homologues)
A=B= Ca4 .

Dans le premier cas les vitesses des trois ondes sont
extrémales (théorémes I et IT) et dans le second, il s’agit
de I'onde transversale pure dont la polarisation est
parallele 2 Ox; et ceci quels que soient a; et a, (cas
prévu par le théoréeme 1V).

(3) Aucun des o; n’est nul
Les trois conditions deviennent:

(02— [(A—B) (A+C)—(A—C) (A+2C)a3]=0
(B—a2) [(A—B) (A+C)—(4—C) (4+2C)a}]=0
(03— [A—B) (A+C)—(4—C) (4+2C)a3]=0

Elles ne sont satisfaites que si I’une au moins des paren-
théses est nulle. En effet, supposons qu’aucune d’entre
elles n’est nulle. C’est donc que les trois expressions
entre crochets sont nulles; or les conditions de stabilité
du cristal (Fedorov, 1969¢) imposent: A4+2C=
c11+2c12+caq>0. 1l en découle que af=o%=03. Nous
aboutissons donc & une absurdité.

Si deux des expressions entre parenthéses sont nulles,
les trois le sont (o3 =02 =03); la solution est la direction
[111] mais dans ce cas, seule la vitesse de ’onde longi-
tudinale est extrémale (théoréme I) car, pour les ondes
transversales la surface des vitesses posséde un point
conique.

Supposons enfin qu’une seule des parenthéses est
nulle: e?=03. La premiére condition est remplie et les
deux autres deviennent identiques:

(@2—03)[A—B)(A+C)—(4—C) (44+2C)3]=0.
Ceci est réalisé si

o2=0} =03 (solution trouvée plus haut)
ou
(4=C) (4+20C) ,

Cette condition peut aussi s’écrire:

(A—C) (4+2C)

A=B+ =01 0)

(1—0ad).
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Nous déterminons o en écrivant que A est solution de
I’équation aux valeurs propres f(1)=0; nous ne trou-
vons qu’une seule solution non nulle qui est:

,  A+3C

_ e — = 2
%= 3475 ~ 0
A+C ‘
2 —y2 =~ = in2
A A VB T () sin® 0

Elle correspond & une onde quasi-transversale dont la
polarisation située dans le plan défini par les axes [001]
et [110] a ses composantes proportionnelles &:

VA+C, VA+C, —VA+3C.

On passe donc du vecteur d’onde & la vibration par
une rotation de = autour de [110] (cas prévu par le
théoréme III).

Cette solution, qui est la seule & dépendre explicite-
ment des valeurs numériques des constantes élastiques,
n’existe que si tg2 0=2(4+ C)/(4+3C) est positif. Or
nous avons vu que 4+ C>0; la condition d’existence
est donc 4 +3C>0 ou ¢q;+3c¢12+2¢44>0 qui n’est pas
imposée par des considérations de stabilité.

APPENDICE B
Systéme hexagonal

Les extréma de la valeur propre A=a+(css—a) cos? ¢
[équations (5-4) et (5-5)] se produisent pour §=0 et
0=mn/2.

Pour les deux autres valeurs propres, solutions de
’équation g(1) =0 [équation (5-6)], ils sont donnés par
la condition dg/df8=0 qui s’écrit

0 .

Bg =2 sin 0 cos B[A(g+r)—2(gr+c?) cos? 0
—(geqstren—cd]=0.

Nous avons les solutions =0 et §=7/2. Dans ces deux

directions, les trois vitesses sont extrémales car 1'une

correspond & ’axe senaire et l’autre, perpendiculaire

a cet axe, est équivalente & un axe binaire (théorémes

I et IT). Les autres solutions sont fournies par le systéme
suivant:

Mg+r)—2(gr+c?) cos? 0 —(gcaa+rcy—cH)=0 }
g)=0 '

La substitution de la premiére équation dans la seconde
donne:

(gr+c¢?» {[4c2 —(g—r)?] cos* §—2[2c?
—g(g—r)] cos? +c2—q2}=0.

Si gr+¢2#0, le trindme en cos? 6 donne les deux solu-
tions:
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ct+q c—r
20 =1 20, = :
cost = gorg—r O Eh=gg
c—q c+r
2 = — 2 =
cos? 6, Se—a+ ou tg2é6, =g’

qui définissent des cones de révolution autour de Ox.
La premiére solution

c—r 2C44+C13—C33

tg2 6, = =
&4 c+q 2catc3—cn

correspond 2 une onde longitudinale pure (Borgnis,
1955) qui n’existe que si ¢j3+2ca<cy, €33 OU i3+
2¢44> €11, Ca3e

La seconde
c+r  ci3tea

c—q ci3tCnn

tg? 6=

correspond & une onde quasi-transversale; elle n’existe
que si —cp3<c€g, €33 OU —Cy3>Cp15 Ca3e

Examinons, pour ce systéme cristallin qui est assez
simple du point de vue de I'élasticité, I'influence de
relations supplémentaires entre les constantes élasti-
ques.

(1) gr+c2=0
Les trois racines de f(4)=0 sont:

A=cy+(g+r)cos? 8;
A=a+(css—a)cos? 0.

A=ca4;

Une des nappes est sphérique; elle correspond a
'onde quasi-transversale. Pour les autres ondes, les
racines sont extrémales pour §=0 et 0=mn/2.

() r=c=—¢q

Ces relations, appelées ‘conditions de Green re-
streintes’ (Borgnis, 1955) assurent I’existence, quel que
soit @, d’une onde longitudinale pure (donc de trois
ondes pures); il en découle que les racines sont:

}.—_—Cll; 1=C44; /1=a+(c44—a)00520.

Deux des nappes sont sphériques.

() r=c=—qeta=cuy
Ces relations entrainent Iisotropie élastique. Il vient:

A=ci; A=ca; A=cy.

Les trois nappes sont sphériques et deux d’entre elles
sont dégénérées.
APPENDICE C
Systéme quadratique

Les mineurs principaux de I s’écrivent:

A C25A -5*

Ay=(cy1+ Caa+ces) +(q+r+n) cos? 6
Ay =[rn+nq+qr+c?—tl®] cos* §
+[(r+ ey +(g+n)cas+(g+r)ces
—c242tlP] cos? O
+[c11€aa+ CaaCos+ CosC11 — HD]
Ay=[(c+rq)n+d?t®P] coss 6
+[rncyy +nqeas+ qress+ €(cas—20)
—(legq+2d2)tP] cos* 0
+[nc11¢44+ geaacos +rcesCin — €2Cos
+(2lcsa+dH)td] cos? 6
+[c11044¢66 — tlcas D]

(C-1)

Les équations dérivées en ¢ et en 6 de I’équation carac-
téristique sont respectivement:

2
%— = —(%) sin 4¢ sin*0 tI[A—(css— dTCOSZG)]=0
et
of . ,
%0 =2 sin 6 cos {AAq+r+n)—A[2(rn+nq+qr

+c2—1ld) cos? 0
+(r+n)cy+(g+n)cas+(g+r)ces— c2+2tP]
+3[(c2+gqr)n+d2tP] cos* 6

+2[rncyy +nqess+ qregs+ cX(cas—2n)
—(leg+2d)td] cos? O

+[1C11Caa + CaaCes + rCo6C11 — C2Co6

+ lesy+d)1d))}=0.

Ces deux équations sont satisfaites simultanément dans
les cas suivants:

(@) 6=0
Direction [001] et les trois ondes sont de vitesse ex-
trémale (théorémes I et II).

b) 6= -’Zisi A=cus

Ce qui est le cas pour I'onde transversale polarisée
parallélement 2 Ox; et ceci quel que soit le vecteur
d’onde dans le plan (001) (d’aprés le théoréme IV).

(¢) sin4p=0

Au lieu d’utiliser les deux équations précédentes, il
est, dans ce cas, plus rapide de reprendre le probleme
au départ car une des valeurs propres peut se calculer
aisément. En effet, les plans tels que sin 49=0 c’est-
a-dire les plans (010) et (110) sont des miroirs et il
existe un vecteur propre qui leur est perpendiculaire.
Examinons successivement les deux cas.
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(@) =0
LZ; valeur correspondant 2 la vibration transversale
pure est
A=cgs+ncos? 0
et il vient

f(A)=[A—(ces+n cos? 8)]g(A)=0,
avec
g(A)=2A2—A[c11+ caq+(q+r) cos? 0]
+[(gr+c?) cos* 8+ (rc1y +gcas—c?) cos? 6+ c11€ad] -

La valeur propre A=ces+n cos? 8 est extrémale pour
0=0 et §=nr/2. Quant a ’équation g(1)=0, elle est
identique a ’une de celles obtenues dans le cas hexago-
nal; si gr+c2#0, les solutions sont:

c—r c+r
tgzel=m‘, tg2 6= c—q’
6=0 et —g—

(B) p=n/4
La valeur propre qui correspond & I’onde transver-
sale pure est

A=a+(cys—a) cos2 §=a+ % cos? 0
et il vient
= [/1 ~ (a+ —’;coszﬁ)] KX)=0,
avec
B(A) = 32— Ncas +cos+ 12+ (q+r+1/2) cos? 0]
+ [(qr +c2— %) cos*d + (rcu+qc44—c2

Ir e 2
+2+2 )cosG

t
+ (611644 + %)] .

Les extréma de A=a+(m/2) cos? § ont lieu pour §=0
et =n/2. Ceux des autres valeurs propres se produi-
sent lorsque 0h/00=0, soit:

%g = 2 sin 6 cos B{A (g+r+t2) —2 (qr+c2 - —tzi)

X cosz @

tr 1c.
— (rc11+qc44—cz+ —2— + T“)} =0.

Les solutions sont tout d’abord 8=0 (déja rencon-
trée) et f=m/2 ou les trois vitesses sont extrémales

PROPAGATION DE L’ENERGIE ACOUSTIQUE DANS LES CRISTAUX

(théorémes I et II). Les autres sont données par la
résolution du systéme suivant:

Mg+r+t/2)—2 (qr+ cz— %) cos? 6
- (rcu+qc44—c2 + L + tc_“) =0

7t 72
h(2)=0

La substitution de la premiére équation dans la seconde
donne

(ar+e2 = 5) e —(g—r—1/271 cost 6

—2[2¢2—(g—1t/2) (q—r—1t/2)] cos?
+e2—(g—1271=0,

qui est formellement identique & ’équation homologue
obtenue dans le cas ¢=0: on passe de I'une a ’autre
en remplagant g par g—1/2.

Les solutions sont donc:

c—r c+r
c+(g—1/2) c—(q—12)~

La premiére correspond & une onde longitudinale pure
(Borgnis, 1955) et I’autre 4 une onde quasi-transversale.

(d)

Le dernier cas est celui ou les deux conditions faisant
intervenir explicitement A sont satisfaites.

La substitution de la condition A=c4y—(d?/]) cos? 6
dans f(4)=0 donne:

tg2 Oy = et tg2f0,=

ds d* d?
cos? 9{[—IT+ 7T (g+r+n) + o E (gr+rn+ng+c?)

+n(c2+qr)] cos* 6

d* d?
- [7(q+ n)+ - 2gn+rg+nr+c?)
+2n(cz+qr)] cos? 6
d2
+n (cz+qr+ Tq)} =0.

Les solutions sont:
cos?2 §=0 d’olt 1=cy4 (solution déja rencontrée) ;

2 ___n_l,, .
cos? fs= Trd
2 =A__1___
cos? B T3

La substitution de A=c4—(d?/l) cos? 8 dans I’expres-
sion entre accolades de df/00 conduit & la relation:
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4 2
—d% sin® 0 = [-‘117 (n+g+r)+ 2‘;— (gr+rm+ng
42
+ ¢+ 3n(c2+ qr)] cos* 68— [_l (gr+rn+2ng+c?)

+4n(c2+rq )] cos20+n(c2+rq);

nl . cn?
avec cos2 = i il vient @5= 7
ml . d*—c2m?
et avec COSZ 9= mz— on Obtlent ¢6= —434—-—

Ces solutions peuvent &tre prévues a ’aide du théoréme
III: on passe des vecteurs d’ondes aux vibrations pro-
pres par rotation de « autour de [110] pour la solution
cos? =nl/(nl+ d?) et autour de [100] pour I'autre.

Pour chaque solution en cos? 8 (si elle existe), il y
a 8 solutions en ¢ (si elles existent) et ’on peut passer
de I'une a I'autre par les opérations du systéme quadra-
tique.

Limite cubique

A partir des constantes du systéme quadratique, on
obtient le cas cubique en faisant:

C33=C11, C13=C12, Ce6=C44 -

Il en découle:
t=m=C—-4,
n=0,

d2=(C—A4) 2C+4),

r=—q=A, ¢=C, |I=A4A+C.
Pour les directions déterminées par des considérations
géométriques il y a un seul changement: les axes bi-
naires [100] deviennent quaternaires et il apparait une
dégénérescence pour les ondes transversales.

Pour les autres directions, qui dépendent des con-
stantes élastiques on obtient:
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(0=01, ¢=0)-—>tg2 01=1
(0=0,, p=0) —>tg26,=1

direction [101];
direction [101];

(e=03, o= %) > tg2 ;=2 direction [111];

(9 Ous 0 4) g7 Ou= 54

0=0s5, p=0ps5) tg2ls=oc0, ps=0 direction [100] ;
2(2C+ 4 . .

0=0s, p=ps) tg20s= —ECA-—A) direction

homologue a celle de 8, .

Enfin, pour ¢=0 ou 7/2, A=ce+n cos? @ — ¢4y plans
(010) et (100).
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